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Introduction 
Dans ce travail nous etudions Ie probleme de l'existence de bases 
orthogonales dans les espaces de Banach sur un corps muni d'une valuation 
non-archimedienne. On connait deja quelques theoremes concernant ce 
probleme, en particulier par exemple dans Ie cas OU les normes Ilxll appar-
tiennent au groupe des valeurs G de K. (voir FLEISCHER [2], MONNA [4], 
SERRE [5]). 
Dans un article precedent [4], no. III, un des auteurs de ce travail 
a cru pouvoir etendre ces theoremes pour la situation de corps values 
plus generaux, savoir les corps sphel'iquement complets. Une analyse a 
fait voir que cette generalisation n'est pas exacte; nous donnons dans 
cet article un contre-exemple. En particulier Ie cas non-denombrable 
(voir [4], no. III) presente des difficulMs.l) 
Dans cette etude nous traiterons donc Ie probleme de nouveau en 
utilisant des methodes d'un caractere plus algebrique que dans [4]. On 
verra qu'un theoreme de base est vrai sous certaines conditions. Nous 
en faisons quelques applications en algebre. 
Nous employons les notations suivantes. 
(i) K designe un corps complet value non-archimedien; la valuation 
n'est pas impropre. 
(ii) A est l'anneau {a EO' KI lal < I} des entiers de K. 
(iii) m est l'ideal maximal {a EO' KI lal < I}. 
(iv) G est Ie group des valeurs de K. 
(v) k = A/m est Ie corps des restes de K. 
(vi) E designe partout un espace de Banach non-archimedien sur K, 
cela veut dire qu'on a Ilx+yll <max (1Ixll, Ilyll). 
(vii) r designe l'ensemble des classes y=AG, donc r=R,,+/G. 
1) On ne peut pas effectuer les passages a la limite qu'on a utilises dans [4] 
pour faire les demonstrations au moyen d'induction transfinie. Par ces methodes 
on peut demontrer l'existence d'un noyau orthogonalisable (voir plus loin); nous 
ne Ie ferons pas. 
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1. Soient K et E comme ci-dessus. Pour tout A E Rt posons 
E). = {x E Elllxli <A}, 
E').={x EElllxll<A}. 
II est clair que E'). ::) mE).; E).jE'). est un espace vectoriel sur k qui ne 
depend, it isomorphie pres, que de Ia classe y E r de A dans RtjG. Nous 
posons Ey=E).jE').. Posons Ey= {O}, Iorsqu'il n'existe pas x E E avec 
Ilxll = A. Posons Ies definitions suivantes. 
Definition 1.1 
gonale si 
Une famille {Xi}iEI de vecteurs Xi E E est dite ortho-
II L ~iXill = Max II~iXill 
iE8 iE8 
pour tout ~i E K et toute famille finie S C f. 
Definition 1.2 Nous dirons qu'une famille orthogonale {Xi}iEI est une 
base orthogonale de E si tout element de E peut s'ecrire d'une far;on unique 
dans Ia forme d'une serie convergente L ~iXi. Oeia veut dire que ~iXi tend 
iEI 
vers 0 suivant Ie filtre des complCmentaires des parties finies de f. On dit 
alors que E est orthogonalisable. 
Soit {Xiy}iEI une famille de vecteurs dans E). telle que Ies classes 
y -
Xiy + E'). forment une base de I'espace vectoriel Ey. Po sons f = U f y. 
YEr 
Proposition 1.1 
(a) Pour Aiy E K*, {AiyXiyhEly,YEr est une famille orthogonale maximale 
dans E; 
(b) Toute famille orthogonale maximale dans E a cette forme. 
Demonstration: 
(a) On voit sans peine que Ia famille est orthogonale, en se rappelant 
Ie fait connu que Ilx+yll=Max (1Ixll, Ilyll) Iorsque Ilxll*llyll. 
Supposons que {AiyXiy} U {x} est encore une famille orthogonale. Soit 
Ilxll=A*O, y=AG. Alors Ies classes mod E'). des {XiY} et de x seraient 
Iineairement independantes dans Ey , ce qui contredit I'hypothese faite 
sur {XiY}. 
(b) Soit {Yj}JEJ une famille orthogonale maximale dans E. Prenons 
Y = AG E r. N ous pouvons supposer, en multipliant au besoin les Yj avec 
des elements convenables de K*, que IIYjl1 E Y implique IIYjl1 =A. Considerons 
alors les classes Yj mod E'). (ou IIYjl1 =A). Si elles ne formeraient pas une 
base de Ey , il existerait Y mod E'). dans Ey , lineairement independante 
des Yj mod E').. Alors 
II~Y+ L ~jyjll = Max Max (II~YII, II~jyjll) 
iE8 iE8 
pour toute sous-famille finie S de J avec IIYil1 =A pour j E S. Cela entraine 
que Y est orthogonale it {Yj}jEJ, ce qui contredit la maximaliM de cette 
famille. Ceci etablit (b). 
39 Series A 
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Soient maintenant E et E' deux espaces de Banach orthogonalisables sur 
K. Pour tout y E r on definit Iy comme ci-des'!us, de meme 1'y pour E'. 
On a alors: 
Proposition 1. 2 
(a) E et E' sont isomorphes comme espaces de Banach si et seulement si 
card (Iy) = card (1' y) pour tout y E r. 
(b) E et E' sont isomorphes comme espaces vectoriels topologiques si 
card ( U Iy) = card ( U 1'y). 
YET YET 
Demonstration: 
(a) Lorsque E est orthogonalisabIe, une base orthogonale de E est 
evidemment une famille orthogonale maximale. En appliquant la propo-
sition 1.1(b) on voit alors que pour toute base orthogonale {YJ}JEJ de E 
et tout y ErIe cardinal du sous-ensemble J y de J ou IIYJII E Y est egal 
it card (Iy ). Ceia demontre la necessite de (a). La suffisance de (a) se voit 
aisement. 
(b) se voit en remarquant qu'en multipliant au besoin les vecteurs 
d'une base orthogonale {YJ} avec des scalaires convenabIes, on peut 
s'arranger que iX < IIYJII <: 1, ou iX est une constante dependant seulement 
de K. Alors la norme Ilxlll sur E definie par 
II 2 ~iYilll = Max I~il 
iEI iEI 
est equivalente it Ia norme initiale et toutes les valeurs Ilxlll sont dans G. 
L'espace E, muni de la norme 11·111 est un espace c(I) au sens de SERRE [5]. 
Remarque. On peut montrer que la reciproque de (b) est vraie 
(comparer [4], IV p. 468). 
Soit maintenant E un espace de Banach n.a. quelconque sur K. II existe 
dans E une famille {xihEI orthogonale maximale. Cela resulte de la 
proposition 1.1. 
D ef in i t ion 1. 3 N ous appelons noyau orthogonalisable de E un sous-
espace ferme F de E engendre par une famille orthogonale maximale. 
Remarquons qu'un espace E peut contenir plusieurs noyaux ortho-
gonalisables. Mais alors les propositions 1.1 et 1.2 entrainent: 
Proposition 1.3 
Deux noyaux orthogonalisables de E sont isomorphes comme espaces de 
Banach. 
Remarque. Nous ignorons si tout noyau orthogonalisable de E est 
un sous-espace orthogonalisable maximal. C'est evidemment vrai lorsque 
E Iui-meme est orthogonalisable. Une autre question it laquelle nous ne 
savons pas la reponse est la suivante: deux noyaux orthogonalisables de 
E sont-il conjugues sous une isometrie de E? 
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Donnons finalement un exemple qui montrera que Ie noyau ortho-
gonalisable peut etre strictement plus petit que l'espace E lui-meme. 
Oet exemple est dft it INGLE TON [3]. Nous Ie reproduisons ici pour la 
commodite du lecteur sous une forme un peu modifiee. 
Rappelons qu'un espace de Banach est appele spheriquement complet 
lorsque toute suite de boules strictement decroissante a une intersection 
non vide. II existe des espaces non spheriquement complet; au numero 2 
nous donnerons un exemple d'un tel espace. 
Soit E un espace de Banach sur ]( qui n'est pas spheriquement complet. 
Donc il existe dans E une suite de boules Bn ":) Bn+l, strictement decrois-
sante, telle que n Bn = 0. Soit 
Bn= {x EO Elllx-mnil <:rn}. 
Definissons une fonction (/J sur E it valeurs dans R~ de la fa<;on suivante. 
Pour x EO E il existe nEON tel que x rf= Bn. On definit alors 
(/J(x) = Ilx-mnll. 
On voit aisement que (/J(x) ne depend pas de la valeur de n (comparer [3]). 
On verifie les proprietes suivantes de (/J: 
(i) (/J(AX + (1- A)Y) <: Max (IAI(/J(x), 11- AI(/J(y)). 
(ii) Ilx - yll <: Max ((/J(x), (/J(y)). 
(iii) (/J(x) <: Max ((/J(y), Ilx - yll). 
Oonsiderons l'espace El =E E8 ]( et definissons sur El une norme 11·111 par 
II(x, A)lll = IAI(/J(A-lX) 
II(x, 0)111 = Ilxll· 
(A # 0), 
On verifie sans peine, utilisant (i), (ii) et (iii), qu'on a bien ainsi defini 
une norme non-archimedienne sur El. ]( etant complet, on voit que El 
est complet pour cette norme. 
Pour tout x EO E il existe y EO E tel que 
(1) (/J(y) <Max ((/J(x), Ilx-yll). 
En effet, on a (/J(x) = Ilx-mnll, avec n tel que x rf= Bn. Prenons alors 
y=mn. On a 
d'apres la construction des Bn. Or mz EO Bn et x rf= Bn, par consequent 
(/J(y) = Ilmz-mnll < Ilx-mnll = (/J(x) =Max ((/J(x), Ilx-yll). 
Po sons alors 
on a 
xl=(x,1) , yl=(y-X,O); 
Ilxllll = IIYllll. 
Alors (1) implique, comme on voit aisement, 
Ilxl +Yllll <Max (1IxlIII, IlyIIIJ). 
606 
Supposons alors que E avait une base orthogonale. Cette base est alors 
un systeme orthogonal maximal dans E I . Sinon, on pourrait prendre Xl 
de la forme (x, 1) orthogonal it E, ce qui est une contradiction avec 
l'inegaliM precedente. Cela montre que Ie noyau orthogonal de EI est 
strictement plus petit que EI . 
Le probleme qui se pose et qui est Ie probleme principal de ce travail 
est de savoir sous queUes conditions Ie noyau orthogonalisable d'un espace 
de Banach n.a. E coincide avec E. Dans ce numero nous traitons un 
cas simple. 
Posons d'abord une definition: no us dirons que la norme de l'espace 
de Banach E est discrete si eUe verifie la condition suivante: 
(D) Toute suite de valeurs {llxnll} qui est strictement decroissante converge 
vers O. 
II est clair que l'espace E ne peut satisfaire cette condition que si la 
valuation de K est discrete. La condition ne veut pas dire que l'ensemble 
des valeurs de la norme est discrete dans R~; eUe est plus faible, mais 
semble la condition natureUe dans ce context. 
On a Ie tMoreme suivant. 
Theoreme 1.1 Soit E un espace de Banach dont la norme est discrete. 
Alors E est orthogonalisable. 
La demonstration du tMoreme est une generalisation facile de la 
demonstration d'un resultat un peu plus faible dans [5]. Definissons les 
{Xiy}iEly,YEr comme dans demonstration de la proposition l.l. Prenons 
des representants ay des Y E r teUes que 0 < a < ay <: 1, ou a est un nom bre 
reel convenable. On peut supposer que Ilxil'll=ay. Prenons alors x E E. 
II existe A E K* tel que IIAxl1 =al'• En vertu de la definition des Xil' il existe 
une famille finie d'eIements Ail' de K teUe que 
IIAx- ! Ail'Xil'l1 <ay , 
ce qui entraine que pour tout x E E il existe une combinaison lineaire 
finie x' des Xiy teUe que 
Ilx-X'11 < Ilxll· 
Par recurrence on definit une suite (Xn)nEN de combinaisons lineaires 
finies des Xiy telle que 
IIX-Xn+lll < Ilx-xnll , n> l. 
La norme etant discrete il s'ensuit que x=lim xn . En se rappelant la 
definition des Xiy cela demontre que {Xiy} est une base orthogonale de E. 
Sous les conditions de ce theoreme on a Ie corrolaire suivant: 
Corollaire. Chaque famille orthogonale est contenue dans une famille 
orthogonale maximale et une famille orthogonale maximale est une base. 
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2. Dans ce numero nous traiterons un autre cas ou l'on peut demontrer 
qu'un espace de Banach est orthogonalisable. La methode s'applique a 
des corps K plus generaux que les corps a valuation discrete (les seuls 
auxquelles Ie theoreme 1.1 s'applique). D'autre part on doit imposer une 
condition restrictive a l'espace de Banach E. C'est la proprieM suivante. 
(SD) E contient un sous-espace dense de dimension finie ou denombrable. 
Nous dirons qu'un espace de Banach verifiant la condition (SD) est 
de type denombrable. 2) 
Nous aurons besoin de quelques resultats de [4]. Pour la commodiM 
du lecteur nous donnerons ici des demonstrations de ces resultats basees 
sur la notion d'orthogonaliM que nous utilisons ici. 
Remarquons que dans [4] la notion d'orthogonaliM de vecteurs flit 
introduite d'une fa<;on geometrique. Cette notion, que nous n'utilisons 
pas ici, est, comme on avait deja demontre dans [4], equivalente a celIe 
que nous employons dans ce travail. La notion de famille orthogonale 
de vecteurs de E a deja eM introduite. Nous dirons que deux sous-espaces 
F et G de E sont orthogonaux, si Ilx+YII=Max (1Ixll, Ilyll) pour tout x E F, 
y EG. Alors, pour to ute x E F, Y EG, la famille {x, y} est orthogonale. 
On voit sans peine que so us cette condition F n G= {o}. G est appele 
un suppIementaire orthogonal de F lorsque E = F +G. 
II n'y a pas de raison pour qu'un suppIementaire orthogonal, s'il existe, 
serait unique (comparer les considerations geometriques dans [4]). 
Quant a l'existance de suppIementaires orthogonaux on a Ie resultat 
suivant (deja demontre dans [4] 3)). 
Proposition 2.1 
Soit E un espace de Banach n.a. sur K; soit F un sous-espace terme 
de E qui est spheriquement complet. Soit S un sous-espace de E orthogonal 
a F. Alors il existe un supplementaire orthogonal terme de F qui contient S. 
Notons d'abord que lorsqu'un sous-espace S de E est orthogonal a 
F, son adherence S l'est aussi (cela resulte immediatement de Ilx+yll= 
=Max (1Ixll, Ilyll) pour x E F, YES). 
Considerons la famille non vide de tous les sous-espaces de E qui 
contiennent S et sont orthogonaux a F. II est immediat que c'est une 
famille inductive. Le lemme de Zorn montre alors qu'il existe un sous-
espace M de E orthogonal a F, contenant Set maximal avec ces proprieMs. 
D'apres la remarque, faite au debut, M est ferme. II s'agit de demontrer 
2) L'idee de cette condition revient a M. VAN DER PUT, qui l'a utilisee pour 
demontrer un certain theoreme de base par une voie entierement differente de 
celIe que nous suivons dans ce travail. 
3) Dans cette demonstration on a utilise Ie theoreme d'IngIeton concernant 
l'extension d'appIications lineaires; dans Ia nouvelle demonstration on peut se 
passer de ce theoreme. 
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que F+M =E. Supposons Ie contraire. Alors il existe z e E, z fj: F+M. 
Soit pour Ie F, me M 
B/,m = {x e FI Ilx - III < liz + I + mil}· 
Or on a pour tout I, I' e F, m, m' eM 
11/- I'll <Max (11/- /'II, Ilm-m'ID = 11/- I' +m-m'll 
<Max (1Iz+ I+mll, Ilz+ I' +m'II)· 
Cela implique, en vertu de l'inegaliM ultrametrique, que B/,m n 
n Br ,m' =F 0. F etant spheriquement complet, il s'ensuit que l'intersection 
des B/,m dans F est non-vide. Choisissons done 10 e F tel que 
11/0- III < Ilz+l+mll 
pour tout I E F, m EM. Alors on a, encore d'apres l'inegaliM ultrametrique, 
Ilz+ lo+mll < Ilz+ I+mll, 
done, puisque 10 + I e F, 
ce qui implique 
Mais alors 
Ilz+ lo+mll < II(z+ lo+m) + III, 
II(z+/o+m)+/II=Max (11111, Ilz+/o+mll)· 
M +K(z+/o) 
est orthogonal a F, ce qui contredit la maximaliM de M. Done on do it 
avoir F+M =E, d'ou la proposition. 
Corollaire. F verifie, en particulier, les hypotheses de la proposition 
lorsque K est c-compact et la dimension de Fest finie. (Pour la notion 
c-compact voir [7]; un corps c-compact est Ie meme qu'un corps spherique-
ment complet). Maintenant no us pouvons demontrer un des resultats 
principaux de ce numero. 
Theoreme 2.1 Supposons que K soit c-compact. Soit E un espace 
de Banach n.a. de type denombrable. Alors E est orthogonalisable. 
Demonstration: 
Soit {en}nEN une famille de vecteurs de E qui est une base d'un sous-
espace dense de E. Nous allons "orthogonaliser" la famille {en}. Cela veut 
dire: no us allons definir une famille orthogonale {e' n} telle que: 
(i) el' = el, 
(ii) en' - en est contenu dans Ie sous-espace E n- l engendre par el, ... , en-I. 
Supposons deja trouves el', ... , en'; ils engendrent En. D'apres la 
proposition 2.1 (corrolaire) il existe un supplementaire orthogonal F de 
En. II existe done une decomposition en+l = e' n+l + x, ou x e En et e' n+l E F. 
Ainsi e' n+l est defini. II est clair que {e' n} est une base orthogonale de E.4) 
4) Ce proc&:le d'orthogonalisation se trouve deja dans [4], n° II, dans Ie cas 
d'espaces separables. 
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Ce theoreme donne un result at dans Ie cas ou la dimension de E est 
infinie. II prend la place du theoreme de base, enonce dans [4] no. III, 
qui est inexacte dans cette forme tres generale, comme on Ie verra dans 
ce qui suit par un contre-exemple. Notons que ]a demonstration du 
theoreme est meme plus aisee lorsque la dimension de E est finie. 
Nous ignorons si Ie procede, utilise au numero 1 pour trouver une 
base orthogonale se laisse transposer au cas du theoreme 2.1. 
Proposition 2.2 
Supposons que l'espace de Banach n.a. sur K verifie l'une des deux 
conditions suivantes: 
(a) la norme de E est discrete; 
(b) la dimension E est finie et K est c-compact. 
Alors toute famille orthogonale est contenue dans une base orthogonale 
de E, en particulier toute famille orthogonale maximale est une base ortho-
gonale. 
Le cas (a) est une consequence du theoreme 1.1. Le cas (b) est evident. 
En conjonction avec Ie theoreme 1.1 cette proposition donne un pro cede 
de construction de bases orthogonaux. 
Proposition 2.3 
Supposons que K soit c-compact. Soit E un espace de Banach n.a. de 
type denombrable sur K. Soit Fun sous-espace ferme de E. Alors F et ElF 
sont de type denombrable. 
Demonstration: II est immediat, vu les definitions que ElF est 
de type denombrable. 
Pour demontrer que F est de type denombrable, nous prenons une 
base orthogonale (e'i)iEN de ElF (qui existe d'apres Ie theoreme 2.1). 
Choisissons ei dans la classe e'i de ElF tel que Ileill<21Ie'ill. 
L'application e'i -»- ei dans E se prolonge en une application continue 
q: ElF -»- E; E' = q(E I F) est Ie sous-espace ferme F' des series convergentes 
00 
2~iei. Soit f l'application continue Fx(EIF)-»-Equi envoie(x, 2~ie'i) 
i=l 
dans x + 2 ~iei. C'est evidemment une application sur E et d'apres Ie 
theoreme de BANACH [1] on voit que E est isomorphe comme espace 
vectol'iel topologique it F x (ElF). II s'ensuit que F est de type denombrable. 
Nous donnerons enfin un exemple d'un espace non-orthogonalisable. 
Cela sera une consequence de la proposition suivante que nous demontrons 
d'abord. 
Proposition 2.4 
Soit E un espace de Banach orthogonalisable de dimension infinie dont 
la norme n'est pas discrete. Alors E n'est pas sphCriquement complet. 
Demonstration: II faut demontrer qu'il existe une suite de boules 
Bn strictement decroissante dont l'intersection est vide. 
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La norme etant discrete, il existe une suite de vecteurs Xn E E telle que 
Ilxlll> IIx211 > ... > 1. 
On peut evidemment supposeI' que les Xi fassent partie d'une base 
orthogonale. Definissons 
Yn=Xl + ... +xn pour n= 1,2, .... 
Soit 
n= 1,2, .... 
On a 
llYn - Yn+lll = Ilxn+l11 < Ilxnll, 
d'ou il resulte En+l C En. 
Supposons 00 
X E n En. 
On a 
00 
X= ! AiXi + ! fljej, 
i~l i 
ou les ej designent les vecteurs de la base orthogonale differents des Xt. 
Alors, la base etant orthogonale, on a pour n= 1,2, ... 
Ilx - Ynll = max (I!(AI -1 )xlll, ... , II(An - 1 )xnll, ... ) <: Ilxnll, 
en particulier 
d'ou il suit 
II(An-l -l)Xn-lll <: Ilxnll < Ilxn-lll, 
IIAn-lXn-lll = Ilxn-lll > 1. 
On en conclut IIAnxn11 > 1 pour tout n, ce qui, d'autre part, est impossible. 
Ceci etablit la proposition. 
Remarquons que tout espace de Banach n.a. dont la norme est discrete 
est evidemment spMriquement complet. En effet, {En} etant une suite 
decroissante de boules, ou bien Ie diametre de En tend vel'S 0, ou bien 
Ie diametre est constant a partir d'une certaine valeur de n et dans les 
deux cas l'intersection n'est pas vide. 
Designons par loo l'espace de Banach n.a. sur K dont les elements 
sont les suites (Ai)ieI, Ai E K telles que sup IAil < ex:); on definit la norme 
par iel 
II(At)ieIll = sup IAil. 
i el 
Proposition 2.5 
Supposons K c-compact. Alors loo est spheriquement complet. 
La proposition se demontre par un calcul simple. Pour la relation entre 
les notions c-compact et spheriquement complet voir [7]. 
Les propositions 2.4 et 2.5 entrainent la propriete suivante: 
Supposons que la valuation du corps c-compact K n'est pas discrete. Alors 
aucun espace lOO de dimension infinie sur K n' est orthogonalisable. 
Cet exemple d'une classe d'espaces non-orthogonalisable est du a M. 
van del' Put. 
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3. Dans ce numero nous allons donner diverses applications des 
tMoremes demontres. 
(a) D'abord no us allons donner une demonstration tres simple d'un 
resultat connu sur les extensions de corps values. Soit K un corps value 
complet et c-compact, soit L une extension finie de K. On sait qu'on peut 
prolonger la valuation d'une fa90n unique de K it L. SOlent G et HIes 
groupes de valuation de K et L, soient k et lIes corps des restes. Po sons 
n= [L: K], e= [H: G], f= [l: k]. Alors on a ef=n. C'est un result at bien 
connu (voir par. ex. [6], p. 55), qui est, comme on verra, une simple 
consequence de la proposition 2.2(b). 
En effet, prenons des entiers AI, ... , At de 1 dont les classes modulo 
l'ideal maximal n de L forment une base de 1 sur k. Prenons un element 
n de L telle que Inl engendre H mod G. Alors niAj (O<i<e-1, l<j<f) 
est une base orthogonale de LjK. Cela resulte de la proposition 2.2(b). 
Cela etablit l'assertion. 
(b) Dans [4] Ie tMoreme suivant est mentionne. 
Theoreme 3.1 Supposons K c-compact. Soit E un espace de Banach 
rlflexif sur K. Alors la dimension de E est finie. 
La demonstration de [4] est insuffisante dans Ie cas general, puisqu' 
elle est basee sur l'existence d'une base orthogonale de E.5) Neanmoins, 
Ie theoreme est vrai. On n'a pas besoin d'une base orthogonale, Ie seul 
fait que nous utiliserons est Ie suivant: si K est c-compact et si la dimension 
de E est infinie, il existe une famille orthogonale denombrable dans E. 
Cela resulte de la proposition 2.1, appliquee dans Ie cas ou K est c-compact 
et ou F est de dimension finie (donc spheriquement complet). On construit 
alors par recurrence une famille orthogonale denombrable. 
Maintenant on peut appliquer les resultats de [9], ou les resultats connus 
sur la dualite dans Ie cas classique sont generalises au cas non-archimedien. 
Soit B la boule unite dans E, so it 0 l'adMrence faible de B (on peut 
montrer que B=O lorsque K est c-compact, mais no us n'avons pas besoin 
de ce resultat). 0 est convexe, faiblement ferme et faiblement borne, 
d'apres [9], Th. 4. 25, la reflexivite de E entraine que 0 est faiblement 
c-compact. Supposons que E soit reflexif et que la dimension de E est 
infinie. Alors il existe une famille orthogonale (xihEI infinie dans E. On 
peut supposeI' que Xi EO. Pour toute sous-famille S de I soit F s l'ensemble 
des vecteurs X de 0 avec 
x = L Ai Xi , L Ai = 1. 
irj;S irj;S 
F s est un sous-ensemble convexe de 0, qui est faiblement ferme. En 
effet, l'ensemble des vecteurs de E de la forme 
X= L AiXi 
iEI 
5) Cette demonstration, n'utilisant pas la theorie de la dualiM, est correcte 
pour les espaces orthogonalisables. 
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est un sous-espace ferme de E, qui est donc faiblement ferme (d'apres 
Ie theoreme de Hahn-Banach, par exemple, qui est valable sur un corps 
c-compact K). Or F s est l'intersection de F, 0 et une famille finie de 
sous-varietes lineaires fermees de E, par consequent F s est faiblement 
ferme. Or l'intersection des F s est visiblement vide. Puisque 0 est 
faiblement c-compact, ceci entraine que F s = 0 pour un S, ce qui est 
absurde. Donc dim E do it etre finie (un raisonnement analogue est aussi 
utilise dans [7], (3.2)). 
(c) Finalement nous montrerons brievement comment on peut deduire 
de nos resultats quelques theoremes sur les algebres de Banach, dus a 
J. TATE ([8]). Nos methodes ne s'appliquent que lorsque la valuation 
de K est discrete (du reste, les demonstrations donnees dans [8] pour 
Ie cas general no us p.araissent insuffisantes; en particulier, Prop. 3.2 de 
[8] est inexacte). 
Soit Rune algebre de Banach sur K. C'est un espace de Banach qui 
est en meme temps une K-algebre. Nous supposons que R contient un 
element unite 1 et que la norme sur R verifie les conditions suivantes: 
(a) 11111 = 1, 
(b) IlxY11 « Ilxllllyll· 
Pour tout Y E r=R,,+/G designons comme au debut du no. 1, par Rl' 
l'espace vectoriel R,./R'" sur k (ou y=AG), avec la convention que Ry = {O} 
s'il n'existe pas x E E avec Ilxll = A. 
Po sons 
alors la structure d'algebre de Banach sur R (avec les proprietes (a) et (b)) 
induit sur Rune structure de k-algebre, graduee par les elements de r, 
R possede un element unite. 
Exemple: so it X = {Xl, ... , X r } un systeme de r indeterminees. Pour 
tout systeme i = {il, ... , ir } de r entiers :> 0 ecrivons 
Xi = Xl il ... Xrir, Iii = .L ir. 
Soit e un systeme de r nombres reels positifs, e = {el, ... , er}. Soit Rr(k, e) 
l'anneau des series 
ou aiEK, avec lim Ilaillei=O. 
lil-H)O 
Posons 
II .L aiXil1 = Max lail ei. 
iENr i 
Muni de cette norme, Rr(k, e) devient une algebre de Banach, et la norme 
de Rr(k, e) est meme multiplicative, c'est-a-dire qu'on a egalite dans (b). 
("lemme de Gauss"). 
On verifie que Rest maintenant isomorphe a l'anneau des polynomes 
k[TI, ... , Tr], gradue de telle fal/on que Ie degre de Ti est l'element .L ivyv 
v 
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de r, ou Yv designe la classe de (l. dans r (par exemple, lorsque (l. E G, 
tous les degres sont zero et R est un anneau de polynomes sans degre). 
Soit maintenant Rune algebre de Banach quelconque. Nous appelons 
R-module norme un R-module M qui, comme K-espace vectoriel, est 
norme (non-archimedien), la norme satisfaisant a la condition 
Ilrmll <; Ilrll Ilmil (r E R, m EM). 
Dans ce cas on peut de£inir comme ci-dessus un k-espace vectoriel gradue 
M = I My et on verifie que Maune structure de R-module gradue. 
yeF 
Ceci s'applique, en particulier, a un ideal I dans R. Alors 1 s'identifie 
a un ideal homogene de R. 
Proposition 3.2 
Boit Rune algebre de Banach sur K, soit 111 un' R-module norme. N ous 
supposons que la norme sur R et M soit discrete. Bupposons que M est un 
R-module finie. Alors M est complet et M est un R-module fini. 
Soit R = I Ry , pour tout y Ertel qu'il existe une valeur de la norme 
yeF 
sur R dans y, choisissons un representant A(Y) de y dans R"+-, nous identi-
fions Ry et Rl.(y)jR'l.(Y)' 
Prenons alors une fa,mille orthogonale maximale {Xi,y}iely,YEF de R teIle 
que Xiy E Rl.(y) et que les classes Xiy' de Xiy mod R' l.(y) forment une base 
de Ry sur lc (voir prop. 1.1). 
Prenons d'autre part elements {mi}l<:;;i<:;;n de M, contenus dans des JJ1l. 
convenables, tels que les classes mi de mi mod M'l. sont tels que 
M =Rml + ... +Rmn' Alors {xiymj} engendre l'espace vectoriel M et 
contient une base de M. Le sysMme de vecteurs {xiymj} contient un 
sysMme orthogonal maximal de M, Ie complete de M, qui par Ie tMo-
reme 1.1 (coroIlaire) est une base orthogonale de M. II en resulte que 
tout element m EM s'ecrit comme 
m=rlml + ... +rnmn, 
ou rj E R. Mais comme mi EM, cela montre que M =M, done M est 
complet et est un R-module finie. 
Proposition 3.3 
Boit Rune algebre de Banach sur K, supposons que la norme sur R soit 
discrete. 
(i) Boit R anneau gradue noetherien. 
Alors R est un anneau noetherien et tout ideal de R est fermI,. Cela resulte 
de 3.2, applique dans Ie cas ou M est un ideal de R. 
Proposition 3.4 
Memes hypotheses sur R et R comme dans 3.3. Bi M est un R-module 
fini, il existe une structure de R-module norme complet sur M. La topologie 
correspondante sur M est unique. Bi M et N sont deux R-modules finis, 
tout R-homomorphisme M --+ N est continue pour ces topologies. 
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Soit M un R-module fini. II existe un homomorphisme surjectif f: 
Rn -+ M. Si M est un R-module norme complet, fest continu et Ie theoreme 
de Banach (voir [1], p. 34) montre que M s'identifie, avec la topologie 
it RnlKer f. Ceci demontre l'unicite de la topologie sur M. 
Pour l'existence il suffit de verifier que Ker fest ferme dans Rn. Cela 
resulte de (3.2), appliquee au R-module Ker f. La continuite des R-
homomorphismes M -+ N se verifie aisement. 
Soit maintenant R=Rr(k, e). Pour que les propositions precedentes 
s'appliquent it R, il faut que la norme sur R so it discrete. On verifie 
aisement que cela equivant it (*) la valuation de K est discrete et une 
puissance de ei (1 <; i <; r) est contenue dans G. 
(Cela est vrai, en particulier, lorsque ei = 1 pour tout i, ce qui est Ie 
cas considere dans [8]). 
Alors it est un anneau de polynomes sur un corps, qui est noetherien. 
Donc 
Theoreme 3.5 Si K et e verifient (*), Rr(K, e) est un anneau noetherien 
et tout ideal de Rr(K, e) est ferme. 
Evidemment, les anneaux quotient de Rr(K, e) avec la topologie quo-
tient, ont alors les memes proprietes. Nous ignorons si la conclusion de 
(3.5) reste vraie sous des conditions plus faibles sur K et e. 
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